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1. Bevezetés

1986-ben, amikor a Tudomány cím¶ újság, a
Scienti�c American magyar kiadása indult, a
címoldalán egy gyönyör¶, színpompás ábra,
egy Mandelbrot-halmaz volt látható.

Rövid leírás következett az el®állításának al-
goritmusáról. Az algoritmusban van egy lé-
pés, ami azt állítja, hogy egy komplex szám bi-
zonyosan nem eleme a Mandelbrot-halmaznak,
ha a bel®le képzett rekurzív sor bármely elemé-
nek nagysága nagyobb, mint 2. Rögvest felme-
rült bennem a kérdés, hogy miért pont 2? Ké-
s®bb olvastam Roger Penrose egy könyvét (l.
[2, 147. o. alja]), amelyben � sok mással egye-
temben � foglalkozik a Mandelbrot-halmazzal
is. Ott azt állítja, hogy ez a korlát 1 +

√
2 .

Ugyanebben a könyvben a 2-es korlát is emlí-
tésre kerül. Ismét felmerül hát a kérdés, hogy
mennyi és miért annyi, amennyi?

Ebben a cikkben foglalom össze annak bizo-
nyítását, hogy miért 2 ez a korlát (l. az 5. fe-
jezetben).

Több esetben is írtam Mandelbrot-halmazt
generáló programot. A legels®t Sinclair QL-
re (emlékszik valaki erre a szuper gépre?).
Kés®bb, 2001-ben az egyik kollégám (Amor-
phka) írt Intel 80386/387 processzorra, DOS
alá egy programot assembler nyelven, ami az
FPU felhasználásával számolta és rajzolta ki
a Mandelbrot-halmazt. A lefordított com �le
hossza 191 byte volt. Látható volt, hogy en-
nél lehet kisebb kódot is írni. Ebb®l végül is si-
került egy 100 byte-os programot készíteni (l.
a 7. fejezetben).

Mind e közben az is felmerült, hogy a szá-
mításokat egy nyomtató is elvégezheti. Erre a
PostScript megfelel® nyelvnek t¶nt. 2004-ben
munkám során beleolvastam a PostScript prog-
ramozási nyelv leírásába (l. [3]) és kb. a 80.
oldalig kellett eljutnom, hogy 20 sorban megír-
jam a programot (l. a 8. fejezetben).

2006-ban egy JAVA Applet-et is készítettem,
amely a Mandelbrot- és Júlia-halmazokat raj-
zolja ki. Sajnos az évek során ez a meglehet®-
sen egyszer¶ Applet elt¶nt. De nem is nagy kár
érte. Talán egyszer majd újra írom, de a nec-
cen annyi Mandelbrot rajzoló program akad,
hogy teljesen felesleges még egy lassú JAVA-s
is. Er®imet inkább a GTK-s, GMP-s verzióra
fókuszálom.

2007-ben, egy megfázás alkalmával ismét el-
kezdtem írni ezt a dokumentumot és akkor ju-
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tott eszembe, hogy a Mandelbrot- és Júlia-
halmazokat ki lehetne terjeszteni Hiperkomp-
lex számokra is (l. [1]). Ekkor az eredeti komp-
lex halmaz csak egy 2 dimenziós alterét jelenti
a tetsz®leges n dimenziós hiperkomplex halma-
zoknak. Ezekr®l az kiterjesztett halmazokról
a 9. fejezetben fogok néhány szót ejteni.

Nagyjából ennyi a története ennek a doku-
mentumnak. Remélem néhányan hasznosnak
találják! Jó olvasást!

Ha bármilyen heJe sírási, sajtóhUbát, vagy
levezetési problémát talál, kérem jelezze azt ne-
kem!

2. Komplex számok

Azoknak, akik nem ismer®sek a komplex szá-
mok világában igyekszem röviden bemutatni,
hogy hogyan is képz®dnek (l. [1], [4]).

A valós számok halmazán nem megoldható
az x2 + 1 = 0 egyenlet, de a

√
−1 = i

jelölés bevezetésével szimbolikusan megoldha-
tóvá válik. Nyilvánvaló, hogy i2 = −1, i3 =
−i , i4 = 1, i5 = i stb. Ezzel a jelöléssel ké-
pezhetünk egy komplex számot. Egy tetsz®le-
ges komplex számot jelöljük z-vel, amely két
részb®l áll: egy valós (a), és egy képzetes rész-
b®l (bi)

z = a+ bi .

Ha a komplex számokat egy derékszög¶
koordináta-rendszerben ábrázoljuk, akkor egy
vektort kapunk. Az abszcissza tengelyre mér-
jük fel a valós és az ordináta tengelyre a kép-
zetes részt. A vektor és az abszcissza pozitív
félegyenese által bezárt szöget jelölje ϕ (úgy,
hogy a ϕ = +90◦ az ordináta tengely pozitív
félegyenese irányába mutat), a komplex vektor

hosszát pedig jelölje |z| =
√
a2 + b2 . Ekkor így

is felírhatjuk a komplex számot:

z = |z| cosϕ+ i |z| sinϕ = |z| eiϕ.

Két komplex szám összege:

z1 + z2 = (a1 + b1i) + (a2 + b2i) =

= (a1 + a2) + (b1 + b2)i ,

szorzata:

z1z2 = (a1 + b1i)(a2 + b2i) =

= a1a2 + a1b2i + b1a2i + b1b2i i =

= a1a2 − b1b2 + (a1b2 + b1a2)i =

= |z1| eiϕ1 |z2| eiϕ2 =

= |z1| |z2| ei(ϕ1+ϕ2).

A komplex számokkal végzett összeadás és
szorzás kommutatív és asszociatív. A szorzás
pedig disztributív az összeadásra nézve.

Bevezetjük a konjugálás m¶veletét:

z = a− bi = |z| e−iϕ.

Ekkor az alábbi összefüggései igazak:

z1 + z2 = z1 + z2,

z1z2 = z1 z2,

zz = a2 + b2 = |z|2,
z + z = 2a,

z − z = 2bi .

Még egy hasznos jelölést vezetünk be: Re(z) =
a = |z| cosϕ, amire nyilvánvalóan igaz, hogy

− |z| ≤ Re(z) ≤ |z| . (1)
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3. Mandelbrot-halmaz de�ní-
ciója

Most már minden szükségeset tudunk a komp-
lex számokról és a velük végezhet® m¶veletek-
r®l.

De�niáljuk a Mandelbrot-halmazt. A hal-
mazt jelöljük M-mel. Vegyünk egy tetsz®leges
z0 komplex számot és képezzük az alábbi re-
kurzív komplex sorozatot minden n ≥ 0 egész
számra.

zn+1 = z2n + z0. (2)

Egy z0 komplex szám eleme a Mandelbrot-
halmaznak, ha a zn sorozat korlátos, azaz z0 ∈
M, ha ∃P > 0, amelyre igaz, hogy ∀n ≥ 0, ese-
tén |zn| < P .

Megjegyzés: A sorozatot zn+1 = z2n +
c formában szokás felírni. Én itt a Júlia-
halmazokkal való különbség kiemelése érdeké-
ben mégis inkább a (2) egyenlet szerinti jelö-
lést használom.

4. Júlia-halmaz de�níciója

De�niáljuk a Júlia-halmaz elemeit. A halmazt
jelöljük Jc-vel. Válasszunk egy c komplex kons-
tanst és tetsz®leges z0 kezd®értékkel képezzük
az alábbi rekurzív komplex sorozatot minden
n ≥ 0 egész számra.

zn+1 = z2n + c.

Egy z0 komplex szám eleme a Júlia-halmaznak,
ha a zn sorozat korlátos, azaz z0 ∈ Jc, ha ∃P >
0, amelyre igaz, hogy ∀n ≥ 0, esetén |zn| < P .

A Mandelbrot- és Júlia-halmazok képzése
nagyban hasonlít egymásra. A lényeges kü-
lönbség az, hogy míg egyetlen Mandelbrot-
halmaz létezik, addig c konstans változtatásá-
val végtelen számú Júlia-halmazt képezhetünk.

5. Bizonyítás

A bizonyítás el®tt vizsgáljuk meg, hogy milyen
hosszúságú a sorozat következ® eleme.

5.1. Mandelbrot-halmaz elemeinek

nagyságának becslése

5.1.1 Lemma: A sorozat következ® elemének

nagysága alulról becsülhet® a

|zn+1| ≥ |zn|2 − |z0| . (3)

egyenl®tlenséggel

Bizonyítás: Írjuk fel a sorozat következ® ele-
mének hosszát.

|zn+1|2 = zn+1zn+1 =

= (z2n + z0)(z2n + z0) =

= z2nz
2
n + z2nz0 + z2nz0 + z0z0 =

= |zn|4 + 2Re(z2nz0) + |z0|
2 =

= |zn|4 + 2 |zn|2 |z0| cos(2ϕn − ϕ0) + |z0|2 .

Mivel cos(ϕ) ∈ [−1, 1], ezért

|zn|4 + 2 |zn|2 |z0|+ |z0|2 ≥
≥ |zn+1|2 ≥

|zn|4 − 2 |zn|2 |z0|+ |z0|2 ,

azaz

(|zn|2 + |z0|)2 ≥ |zn+1|2 ≥ (|zn|2 − |z0|)2.

A jobb oldalon álló egyenl®tlenségb®l gyö-
köt vonhatunk. Mivel |zn+1|-re csak a nem
negatív érték jöhet szóba, ezért amennyiben
|zn|2 ≥ |z0|, akkor

|zn+1| ≥ |zn|2 − |z0| . �
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Az egyenl®tlenség természetesen akkor is
igaz, ha |zn|2 < |z0|, de akkor a jobb oldalon
negatív szám szerepel és a kés®bbiekben nem
lenne alkalmazható a sorozat alul becslésére.

5.2. Mandelbrot-halmaz korlátos-

sága

A bizonyítandó állítás tehát: Ha ∃N > 0(N ∈
N), amelyre igaz, hogy |zN | > 2, akkor

lim
n→∞

|zn| =∞,

azaz z0 /∈M.

Két lépésben történik a bizonyítás. Az els®-
ben a |z0| > 2 esetre bizonyítom (1-3. lépés) és
utána a |z0| ≤ 2 esetre.

Egy megjegyzés: z0 = −2 kiindulási értékkel
a ∀n > 0-ra a zn = 2 konstans elem¶ sorozat
képz®dik. Tehát −2 ∈M.

5.2.1 Állítás: ∀ |z0| > 2 esetén ∀n > 0-ra
|zn| > |z0|.

Bizonyítás: A bizonyítás teljes indukcióval
fog történni.

n=1 esetre könnyen belátható a |z1| > |z0|
egyenl®tlenség. A (3) egyenl®tlenség alkalmaz-
hatósági feltétele igaz (mivel |z0|2 > |z0| > 2),
tehát a vizsgált egyenl®tlenség bal oldalán álló
kifejezést alulról becsülhetjük. Azaz |z1| ≥
|z0|2 − |z0| > |z0|. A jobb oldali egyenl®tlen-
séget átrendezve |z0|2 > 2 |z0|. Egyszer¶sítve
|z0|-lal, |z0| > 2, ez pedig a kiindulási feltétel,
azaz minden esetben igaz.

Tegyük fel, hogy n-re igaz, azaz |zn| > |z0|.
Vizsgáljuk meg, hogy n+1 esetre is igaz-e, azaz
|zn+1| > |z0|.

A (3) egyenl®tlenség alkalmazhatósági fel-
tétele igaz (|zn|2 > |z0|) , ezért a bizonyí-
tandó sorozat elem alulról becsülhet®: |zn+1| ≥

|zn|2 − |z0| > |z0|. A jobb oldali egyenl®tlen-
ség átrendezés után |zn|2 > 2 |z0|. Ez nyilván-
valóan igaz, mivel |zn| > |z0| > 2. �

5.2.2 Állítás: ∀ |z0| > 2 esetén ∀n > 0-ra
|zn+1| > |zn|.

Bizonyítás: A (3) egyenl®tlenség alkalmaz-
hatósági feltétele igaz , ezért a bizonyítandó
egyenl®tlenség bal oldalát alulról becsülhetjük:
|zn+1| ≥ |zn|2 − |z0| > |zn|. A jobb oldali
egyenl®tlenséget átrendezve |zn|2 > |zn|+ |z0|.
Az 5.2.1. állítás miatt a jobb oldalt felülr®l
becsüljük, ha |z0|, helyett |zn|-et helyettesí-
tünk. Ekkor a következ® egyenl®tlenséget kap-
juk: |zn|2 > 2 |zn|, azaz |zn| > 2. Ez pedig a
|zn| > |z0| > 2 miatt nyilvánvalóan igaz. �

5.2.3 Állítás: ∀ |z0| > 2 esetén ∀n > 0-ra
|zn+1| − |zn| ≥ 2(|z0| − 2), ami minden eset-

ben > 0.

Bizonyítás: A (3) egyenl®tlenség alkalmaz-
hatósági feltétele igaz, ezért a bizonyítandó
egyenl®tlenség bal oldalát alulról becsülhetjük:
|zn+1|−|zn| ≥ |zn|2−|z0|−|zn| ≥ 2(|z0|−2). A
jobb oldali egyenl®tlenség bal oldala alulról be-
csülhet®, ha |z0| helyére |zn|-et helyettesítünk,
azaz |zn|2−2 |zn| = |zn| (|zn|−2) ≥ 2(|z0|−2).
Ez nyilvánvalóan igaz, mivel |zn| > |z0| > 2. �

Az 5.2.3. állításból következik, hogy a soro-
zat minden két szomszédos eleme közötti kü-
lönbség alulról becsülhet® egy nullától külön-
böz® pozitív számmal. Tehát

∀ |z0| > 2-re lim
n→∞

|zn| =∞. (4)

Most pedig lássuk a bizonyítást arra az
esetre, amikor |z0| ≤ 2 és ∃N > 0(N ∈
N)-re |zN | > 2.

5.2.4 Állítás: Ha |z0| ≤ 2 és ∃N > 0, amelyre

|zN | > 2 , akkor ∀n ≥ N -re |zn| > 2.
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Bizonyítás: A bizonyítás teljes indukcióval
fog történni.

n = N -re tehát |zn| > 2.

n = N + 1 esetre könnyen belátható. A (3)
egyenl®tlenség alkalmazhatósági feltétele igaz
(|zN |2 > 4 > |z0|), ezért az |zN+1| ≥ |zN |2 −
|z0| > 2 egyenl®tlenség írható fel. A jobb oldali
egyenl®tlenséget átrendezve kapjuk |zN |2 > 2+
|z0|. Mivel |zN | > 2 ≥ |z0|, ezért ez nyilvánva-
lóan igaz.

Ebb®l következik, hogy minden n > N -re is
igaz. �

5.2.5 Állítás: Ha |z0| ≤ 2 és ∃N > 0, amelyre

|zN | > 2, akkor ∀n ≥ N -re |zn+1| > |zn|.

Bizonyítás: A (3) egyenl®tlenség alkalmaz-
hatósági feltétele igaz, ezért a bizonyítandó
egyenl®tlenség bal oldalát alulról becsülhetjük,
azaz a |zn+1| ≥ |zn|2 − |z0| > |zn| egyenl®t-
lenség írható fel. A jobb oldali egyenl®tlensé-
get átrendezve kapjuk, hogy |zn|2 > |zn|+ |z0|.
Mivel |zn| > 2 ≥ |z0|, ezért ez nyilvánvalóan
igaz. �

5.2.6 Állítás: Ha |z0| ≤ 2 és ∃N > 0, amelyre

|zN | > 2, akkor ∀n ≥ N -re |zn+1| − |zn| >
2(|zN | − 2).

Bizonyítás: A (3) egyenl®tlenség alkalmaz-
hatósági feltétele igaz, ezért a bizonyítandó
egyenl®tlenség bal oldalán álló kifejezést alul-
ról becsülhetjük: |zn+1| − |zn| ≥ |zn|2 − |z0| −
|zn| > 2(|zN | − 2) egyenl®tlenség írható fel.
A jobb oldali egyenl®tlenséget alulról tudjuk
becsülni, ha |z0| helyére |zn|-et helyettesítünk.
|zn|2− 2 |zn| = |zn| (|zn| − 2) > 2(|zN | − 2) Mi-
vel |zn| > |zN | > 2, ezért ez igaz. �

Az 5.2.6. állításból következik, hogy ha va-
lamely |z0| ≤ 2-re ∃N > 0, amelyre igaz, hogy
|zN | > 2, akkor

lim
n→∞

|zn| =∞. (5)

A (4) és az (5) egyenletek alapján elmondható,
hogy ha egy sorozat tetsz®leges elemére igaz,
hogy |zn| > 2, akkor biztos, hogy az ehhez a
sorozathoz tartozó z0 /∈M.

5.3. Júlia-halmaz korlátossága

Ha |c| ≤ 2, akkor a bizonyítás megegyezik a
Mandelbrot-halmaznál látott 5.2.4., 5.2.5. és
5.2.6. állítások lépéseivel (z0-at c-vel való he-
lyettesítés után). Azt várhatnánk, hogy |c| > 2
esetén egyetlen z0-ra sem lesz korlátos a soro-
zat. Furcsa mód ez nem igaz!

5.3.1 Állítás: ∀c komplex számhoz létezik z0
komplex szám, amelyre igaz, hogy z0 ∈ Jc.

Bizonyítás: Elegend® egyetlen ilyen számot
találnunk a bizonyításhoz. Keressük azt a
z0 komplex számot, amelyre z1 = z0, azaz
z20 + c = z0. Ekkor ∀n > 0-ra igaz, hogy
zn = z1 = z20 + c, azaz a sorozat korlátos.
Nyilvánvaló, hogy ha z0-ra igaz, akkor −z0-
ra is igaz lesz az egyenlet. Tehát meg kell ol-
danunk z20 + c = ±z0 egyenletet. Átrendezve
z20 ∓ z0 + c = 0.

z01,2,3,4 =
±1±

√
1− 4c

2 �

Feltehetjük az a kérdést is, hogy létezik-e
olyan korlát |zn|-re, amelynél nagyobb soro-
zat tagnál a sorozat többi eleme biztosan min-
den határon túl n®. A |c| korlát viszonylag
könnyen bizonyítható az 5.2.1. - 5.2.3 analó-
giájára. Az 5.3.1. állításból kiindulva vizsgál-
juk meg a

1 +
√

1 + 4 |c|
2

korlátot.

5.3.2 Állítás: Ha |c| > 2 és ∃N > 0, amelyre

|zN | > 1
2 +

√
1
4 + |c| , akkor |zN+1| > |zN |.
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Bizonyítás: Mivel |zN | >
√
|c| , ezért alkal-

mazható a (3) egyenl®tlenség a bizonyítandó
egyenl®tlenség bal oldalának alul becslésére.
|zN+1| ≥ |zN |2 − |c| > |zN |. A jobb ol-
dali egyenl®tlenséget átrendezve kapjuk, hogy
igaz, ha |zN |2 − |zN | − |c| > 0, azaz |zN |1,2 =

1±
√

1+4|c|
2 . Csak a pozitív megoldás a he-

lyes, ezért adódik az állítás feltétele |zN | >
1
2 +

√
1
4 + |c| . �

Mivel ∀n > N -re az el®z® állítás kiindulási fel-
tételei igazak, ezért ha átlépjük ezt a korlátot,
akkor szigorúan monoton növekv® sorozatot ka-
punk.

5.3.3 Állítás: Ha |c| > 2 és ∃N > 0, amelyre

|zN | > 1
2+

√
1
4 + |c| , akkor ∀n > N -re |zn+1|−

|zn| > |zN | (|zN | − 1)− |c|.

Bizonyítás: Mivel ∀n > N -re |zn| >
√
|c| ,

ezért alkalmazható a (3) egyenl®tlenség a bi-
zonyítandó egyenl®tlenség bal oldalának alul-
ról történ® becslésére.

|zn+1| − |zn| ≥ |zn|2 − |c| − |zn| =
|zn| (|zn| − 1)− |c| . (6)

Mivel |zn| szigorúan monoton növekv® sorozat,
ezért a (6) egyenl®tlenség szerint a szomszédos
elemek különbségeib®l képzett sorozat is szigo-
rúan monoton sorozatot alkot. Ennek nyilván-
való alsó korlátja |zN | (|zN | − 1)− |c|. �

Az 5.3.3 állításból pedig az következik, hogy
maga a sorozat minden határon túl n®, azaz
ha |c| > 2 és ∃N > 0, amelyre |zN | > 1

2 +√
1
4 + |c| , akkor

lim
n→∞

|zn| =∞.

6. Általános megjegyzések

6.1. Mandelbrot-halmaz tengelyesen

szimmetrikus

6.1.1 Állítás: Ha z0 ∈M, akkor z0 ∈M, azaz

a Mandelbrot-halmaz szimmetrikus a valós ten-

gelyre.

Bizonyítás: De�níció alapján z1 = z20 + z0,
ekkor ha z0-ból kiindulva z′1 = z0

2 + z0 = z20 +

z0 = z20 + z0 = z1. Teljes indukcióval pedig
könny¶ belátni, hogy ez bármely n-re is igaz.�

6.2. Júlia-halmazok centrálisan

szimmetrikusak

6.2.1 Állítás: Ha z0 ∈ Jc, akkor −z0 ∈ Jc,
azaz minden Júlia-halmaz origóra szimmetri-

kus.

Bizonyítás: Helyettesítsük be −z0-at a Júlia-
halmazt de�niáló sorozatba, azaz z′1 =
(−z0)2 + c = z20 + c = z1. A −z0-val induló
sorozat összes többi eleme ugyanaz, mint a z0-
lal induló sorozat. �

6.3. Minden Jc Júlia-halmaz és Jc
párja tengelyesen szimmetriku-

sak

6.3.1 Állítás: Ha z0 ∈ Jc, akkor z0 ∈ Jc ,

azaz minden c-vel képzett Júlia-halmaznak van

egy valós tengelyre szimmetrikus párja.

Bizonyítás: Vizsgáljuk meg a z′1 = z0
2 + c

elemet. A konjugáltakra igaz azonosságok fel-
használásával könnyen belátható, hogy z′1 =

z0
2 + c = z20 + c = z20 + c = z1. Tegyük fel,

hogy valamely n > N -re igaz, hogy z′n = zn.
Ekkor z′n+1 = z′2n + c = zn

2 + c = z2n + c =

z2n + c = zn+1. �

6
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7. Assembly program

A program legutolsó verziója sajnos elkalló-
dott, de a 101 byte-os verziónak a forrása
megtekinthet® az internet egy kies bugyrában.
Mandelbrot halmaz kirajzolása x86 Assembler-
ben

8. PostScript program

Engedjük, hadd számoljon a nyomtató. Man-
delbrot halmaz kirajzolása PostScript-ben

9. Mandelbrot- és Júlia halma-
zok általánosítása

9.1. Egyéb rekurzív függvények

Az egyik kézenfekv® megoldás, hogy más re-
kurzív sorozatot választunk ([5], [6]). Ilyen le-
het a zn+1 = zdn + c, ahol d (például) egy egész
szám. Esetleg zn+1 = z3n + 3kzn + c. Hasz-
nálhatunk egyén komplex argumentumú függ-
vényeket is (sin(z), log(z) stb.).

Általában vegyünk egy c komplex paramé-
tert®l függ® függvénycsaládot. Ekkor az általá-
nosított Mandelbrot- és Júlia-halmazokhoz ju-
tunk.

zn+1 = fc(zn)

Ha c a változó és z0 = c a rekurzió indító eleme,
akkor egy Mandelbrot-halmazt kapunk. Ha c
egy konstans és z0 a változó, akkor pedig egy
Júlia-halmazt 1.

1forrás: hu.wikipedia.org

9.2. Egyéb számrendszerek

A komplex számok képzésénél a szorzást úgy
de�niáltuk, hogy i i = −1. De lehetne tetsz®-
leges i i = a+ bi alakú is.

Igazolható, hogy az általános de�níció 3 féle
eltér® rendszerhez vezet:

i i = −1− komplex számok

i i = 0− Study-féle számok

i i = 1− hiperbolikus komplex számok

9.3. Hiperkomplex számok

A komplex számokat kiterjeszthetjük egy újabb
szimbolum hozzáadásával. Ekkor az alábbi
alakú számot kapjuk:

z = a+ bi + cj .

Az összeadás és a valós számmal való szorzás a
szokásos alakú. A hiperkomplex számok szor-
zásánál meg kell adnunk a szimbolumok szor-
zásának eredményét

i i = aii + biii + ciij

i j = aij + biji + cijj

j i = aji + bjii + cjij

j j = ajj + bjji + cjjj

Általános esetben egy n képzetes tagból álló
hiperkomplex szám

z = a0 +

n∑
j=1

aji j ,

és de�niálni kell a szorzótáblát is. Minden
k, l ∈ {1, . . . , n}-re

iki l = pkl,0 +
n∑

j=1

pkl,ji j .
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Két kitüntetett hiperkomplex rendszer van.
Az egyik a kvaterniók.

z = a+ bi + cj + dk , ahol

i2 = j 2 = k2 = −1 és

i j = −j i = k ,

j k = −kj = i ,

ki = −ik = j .

A másik a Cayley-számok. Itt 7 elemb®l áll
a képzetes rész.

Megjegyzés: Igazolható, hogy csak a va-
lós számok, komplex számok, kvaterniók és
Cayley-számok halmazán végezhet® el az osz-
tás m¶velete ([1]).

9.4. Algebrák

Általános esetben egy n dimenziós algebrában
értelmezhet® számot jelölje

z =
n∑

j=1

aji j ,

Az algebrákban csak az összeadás, valós szám-
mal való szorzás, illetve két szám szorzása van
de�niálva. A szorzáshoz de�niálni kell a szor-
zótáblát. Minden k, l ∈ {1, ..., n}-hoz tartozó
szimbolumra

iki l =
n∑

j=1

pkl,ji j .

Ennyi pont elegend® a polinomiális
Mandelbrot- és Júlia-halmazok képzésé-
hez.

A hiperkomplex számok az algebrák egy spe-
ciális részosztálya. Ezek az úgynevezett egy-
ségelemes algebrák. Ezekben létezik egy egy-
ségelem (jelölje ez i1), amelykre igaz, hogy
minden j ∈ {2, . . . , n}-re i1i j = i ji1 = i j .

A hiperkomplex számokról és az algebrákról
b®vebben a [1]-ban olvashatunk.

Természetesen minden választott algebrához
külön meg kell találni, hogy egy adott elem mi-
kor biztosan nem eleme, vagy mikor biztosan
eleme az adott halmaznak.
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