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1. Bevezetés

1986-ben, amikor a Tudomany cimd djsag, a
Scientific American magyar kiadasa indult, a
cimoldaldn egy gyonyorid, szinpompas &bra,
egy Mandelbrot-halmaz volt lathatoé.

Ro6vid leiras kovetkezett az elgallitasanak al-
goritmusarol. Az algoritmusban van egy 1é-
pés, ami azt allitja, hogy egy komplex szam bi-
zonyosan nem eleme a Mandelbrot-halmaznak,
ha a beléle képzett rekurziv sor barmely elemé-
nek nagysaga nagyobb, mint 2. Régvest felme-
riilt bennem a kérdés, hogy miért pont 27 Ké-
s6bb olvastam Roger Penrose egy konyvét (1.
|2, 147. o. alja]), amelyben — sok maéssal egye-
temben — foglalkozik a Mandelbrot-halmazzal
is. Ott azt allitja, hogy ez a korlat 1 + /2.
Ugyanebben a kdnyvben a 2-es korlat is emli-
tésre keriil. Ismét felmeriil hat a kérdés, hogy
mennyi és miért annyi, amennyi?

Ebben a cikkben foglalom &ssze annak bizo-
nyitasat, hogy miért 2 ez a korlat (1. az 5. fe-
jezetben).

T6bb esetben is {frtam Mandelbrot-halmazt
generald programot. A legels6t Sinclair QL-
re (emlékszik valaki erre a szuper gépre?).
Késtbb, 2001-ben az egyik kollégam (Amor-
phka) irt Intel 80386/387 processzorra, DOS
ald egy programot assembler nyelven, ami az
FPU felhasznalasaval szamolta és rajzolta ki
a Mandelbrot-halmazt. A leforditott com file
hossza 191 byte volt. Lathat6é volt, hogy en-
nél lehet kisebb kodot is irni. Ebbdl végiil is si-
keriilt egy 100 byte-os programot késziteni (1.
a 7. fejezetben).

Mind e kozben az is felmeriilt, hogy a szé-
mitasokat egy nyomtato is elvégezheti. Erre a
PostScript megfelel6 nyelvnek tint. 2004-ben
munkam sordn beleolvastam a PostScript prog-
ramozasi nyelv leirasaba (1. [3]) és kb. a 80.
oldalig kellett eljutnom, hogy 20 sorban megir-
jam a programot (1. a 8. fejezetben).

2006-ban egy JAVA Applet-et is készitettem,
amely a Mandelbrot- és Julia-halmazokat raj-
zolja ki. Sajnos az évek soran ez a meglehets-
sen egyszert Applet elttint. De nem is nagy kar
érte. Talan egyszer majd tjra irom, de a nec-
cen annyi Mandelbrot rajzolé program akad,
hogy teljesen felesleges még egy lassu JAVA-s
is. Er6imet inkabb a GTK-s, GMP-s verziora
fokuszalom.

2007-ben, egy megfazas alkalméval ismét el-
kezdtem irni ezt a dokumentumot és akkor ju-
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tott eszembe, hogy a Mandelbrot- és Jualia-
halmazokat ki lehetne terjeszteni Hiperkomp-
lex szamokra is (1. [1]). Ekkor az eredeti komp-
lex halmaz csak egy 2 dimenziés alterét jelenti
a tetszéleges n dimenziés hiperkomplex halma-
zoknak. Ezekrél az kiterjesztett halmazokrol
a 9. fejezetben fogok néhany szét ejteni.

Nagyjabol ennyi a torténete ennek a doku-
mentumnak. Remélem néhanyan hasznosnak
talaljak! Jo olvasast!

Ha barmilyen helJe sirasi, sajtohUbéat, vagy
levezetési problémét talal, kérem jelezze azt ne-
kem!

2. Komplex szamok

Azoknak, akik nem ismer@sek a komplex szé-
mok vildgédban igyekszem réviden bemutatni,
hogy hogyan is képz6dnek (1. [1], [1]).

A valés szamok halmazan nem megoldhaté
az 22 + 1 = 0 egyenlet, de a

VT =i

jelolés bevezetésével szimbolikusan megoldha-
tova valik. Nyilvanvalo, hogy 42 = —1, i3 =
—i, i* =1, 4° = i stb. Ezzel a jeloléssel ké-
pezhetiink egy komplex sziamot. Egy tetsz6le-
ges komplex szadmot jel6ljiikk z-vel, amely két
részbdl all: egy valos (a), és egy képzetes rész-
bél (bi)
z=a+ bi.

Ha a komplex szamokat egy derékszogi
koordinata-rendszerben &brézoljuk, akkor egy
vektort kapunk. Az abszcissza tengelyre mér-
jik fel a valés és az ordinata tengelyre a kép-
zetes részt. A vektor és az abszcissza pozitiv
felegyenese altal bezéart szoget jelolje ¢ (ugy,
hogy a ¢ = 4+90° az ordindta tengely pozitiv
felegyenese iranyaba mutat), a komplex vektor

hosszat pedig jelolje |z| = va? + b?. Ekkor igy
is felirhatjuk a komplex szamot:

z=|z|cosp 4 i|z|sinp = |z] €%,

Két komplex szdm Osszege:

21+ 29 = (a1 + b1%) + (a2 + bai) =
= (a1 + a2) + (b1 + b9)1,

szorzata:

2129 = ((11 + bli)(ag + bgi) =
= ajag + ai1bat + brast + bibott =
= ajag — biby + (a1be + brag)i =
= |z el | 22| elez —

= |z1] |z2| €¥F1F92).

A komplex szamokkal végzett Osszeadds és
szorzas kommutativ és asszociativ. A szorzds
pedig disztributiv az 6sszeadéasra nézve.

Bevezetjiik a konjugalis miiveletét:
Z=a—bi=|zle .
Ekkor az alabbi Osszefiiggései igazak:

z21 + 22 = 21 + 22,
21722 = 21 %2,
27 =a? + 0% = |2,
z+7Z = 2a,

z—z = 2bt.

Még egy hasznos jelolést vezetiink be: Re(z) =
a = |z| cos p, amire nyilvanvaléan igaz, hogy

—|z| < Re(z) < |z].

(1)
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3. Mandelbrot-halmaz defini-
cigja

Most méar minden sziikségeset tudunk a komp-
lex szamokrol és a veliik végezhetd miiveletek-
rél.

Definidljuk a Mandelbrot-halmazt. A hal-
mazt jeloljiik M-mel. Vegyiink egy tetszéleges
zo komplex szamot és képezziik az alabbi re-
kurziv komplex sorozatot minden n > 0 egész
Szamra.

(2)

Egy zp komplex szdm eleme a Mandelbrot-
halmaznak, ha a z, sorozat korlatos, azaz zg €
M, ha 3P > 0, amelyre igaz, hogy Vn > 0, ese-
tén |z,| < P.

2
Zn+l = 2, + 20.

A sorozatot zp41 22 +
En itt a Julia-
halmazokkal val6 kiilénbség kiemelése érdeké-
ben mégis inkdbb a (2) egyenlet szerinti jelo-
lést hasznalom.

Megjegyzés:
¢ forméaban szokas felirni.

4. Jualia-halmaz definiciéja

Definialjuk a Julia-halmaz elemeit. A halmazt
jeloljiik J.-vel. Valasszunk egy ¢ komplex kons-
tanst és tetszéleges zg kezdGértékkel képezziik
az aldbbi rekurziv komplex sorozatot minden
n > 0 egész szamra.

2
Znt+l = 2, T C.

Egy 20 komplex szam eleme a Jilia-halmaznak,
ha a z, sorozat korlatos, azaz zg € J., ha 3P >
0, amelyre igaz, hogy Vn > 0, esetén |z,| < P.

A Mandelbrot- és Julia-halmazok képzése
nagyban hasonlit egymasra. A lényeges kii-
l6nbség az, hogy mig egyetlen Mandelbrot-
halmaz létezik, addig ¢ konstans valtoztatasa-
val végtelen szamu Juilia-halmazt képezhetiink.

5. Bizonyitas

A bizonyitas el6tt vizsgaljuk meg, hogy milyen
hossztsagi a sorozat kdvetkezs eleme.

5.1. Mandelbrot-halmaz elemeinek

nagysaganak becslése

5.1.1 Lemma: A sorozat kévetkezd elemének
nagysdga alulrél becstilhetd a

|zn1] > |2l* — |20 - (3)
egyenldtlenséggel

Bizonyitas: Irjuk fel a sorozat kovetkezs ele-
mének hosszat.

’Zn+1|2 = Zn+1%n+1 =
= (22 +20)(22 + 20) =
= 2222 4+ 2235 + 2220 + 20%0 =
= |2n|" + 2Re(227) + |20|* =
= |zal|* + 2|2n|? 20| cos(2¢0n — w0) + |20/*.

Mivel cos(yp) € [—1,1], ezért

|Zn|4 +2 |Zn’2 ‘ZO| + |ZO|2 >
> |2na|* >

|zal* = 220 20| + |20/,

azaz

(Iznl® + 120))* 2 Jznsal” = (|2al” = |20])”.

A jobb oldalon all6 egyenl&tlenségbdl gyo-
kot vonhatunk. Mivel |z,41|-re csak a nem
negativ érték johet széba, ezért amennyiben
|zn|* > |20], akkor

|znt1] = |2al” |20l |
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Az egyenl6tlenség természetesen akkor is
igaz, ha |z,|> < |20/, de akkor a jobb oldalon
negativ szam szerepel és a késébbiekben nem
lenne alkalmazhaté a sorozat alul becslésére.

5.2. Mandelbrot-halmaz korlatos-

saga

A bizonyitando allitas tehat: Ha IN > O(NV €
N), amelyre igaz, hogy |zn| > 2, akkor

lim |z,| = oo,
n—oo

azaz zo ¢ M.

Két lépésben torténik a bizonyitas. Az elsG-
ben a |z9| > 2 esetre bizonyitom (1-3. lépés) és
utana a |zg| < 2 esetre.

Egy megjegyzés: zo = —2 kiindulési értékkel
a Vn > 0-ra a z, = 2 konstans elemi sorozat
képzddik. Tehat —2 € M.

5.2.1 Allitas: V|z| > 2 esetén ¥Yn > 0-ra
[2n| > |20]-

Bizonyitas: A bizonyitas teljes indukcidval
fog torténni.

n=1 esetre konnyen belathato a |z1| > |zo]
egyenldtlenség. A (3) egyenlétlenség alkalmaz-
hatosagi feltétele igaz (mivel |zg|* > |z0| > 2),
tehat a vizsgalt egyenlStlenség bal oldalan allé
kifejezést alulrol becstilhetjitk. Azaz |z| >
|z0> = |20 > |z0|- A jobb oldali egyenlétlen-
séget atrendezve |z0)* > 2|zo|. Egyszertsitve
|z0|-1al, |z0| > 2, ez pedig a kiindulasi feltétel,
azaz minden esetben igaz.

Tegytik fel, hogy n-re igaz, azaz |z,| > |zo].
Vizsgaljuk meg, hogy n+1 esetre is igaz-e, azaz
|Zn1] > |20l

A (3) egyenl6tlenség alkalmazhatoségi fel-

tétele igaz (|z,]> > |z0]) , ezért a bizonyi-
tando sorozat elem alulrol becsiilhets: |zp41| >

|zn)? = |20| > |20|. A jobb oldali egyenlétlen-
ség atrendezés utén |z,|* > 2|z|. Ez nyilvan-
valoan igaz, mivel |z,| > |zo| > 2. [ |

5.2.2 Allitas: V|zo| > 2 esetén Yn > 0-ra
|zn41| > |2nl-

Bizonyitas: A (3) egyenl6tlenség alkalmaz-
hatosagi feltétele igaz , ezért a bizonyitandé
egyenlGtlenség bal oldalat alulrél becsiilhetjiik:
zni1] > |2a® = |20] > |2a]- A jobb oldali
egyenltlenséget atrendezve |z,|* > |z,] + |20]-
Az 5.2.1. allitas miatt a jobb oldalt felilrsl
becsiiljiik, ha |zg|, helyett |z,|-et helyettesi-
tiink. Ekkor a kovetkezd egyenl6tlenséget kap-
juk: |za* > 2|2p|, azaz |2,| > 2. Ez pedig a
|zn| > |20| > 2 miatt nyilvanvaloan igaz. [ |

5.2.3 Allitas: V|zg| > 2 esetén ¥n > 0-ra
|znt1] — |zn| = 2(|20] — 2), ami minden eset-
ben > 0.

Bizonyitas: A (3) egyenl6tlenség alkalmaz-
hatosagi feltétele igaz, ezért a bizonyitando
egyenlGtlenség bal oldalat alulrél becsiilhetjiik:
i1 =[2al = [2al® = [20] = |20l > 2(]20]—2). A
jobb oldali egyenlétlenség bal oldala alulrél be-
csiilhetd, ha |zg| helyére |z,|-et helyettesitiink,
azaz |Zn|2 =2 |zn| = |2n| (I2n] = 2) = 2(] 20 — 2).
Ez nyilvanvaloan igaz, mivel |z,| > |zo| > 2. B

Az 5.2.3. allitasbol kovetkezik, hogy a soro-
zat minden két szomszédos eleme kozotti kii-
l6nbség alulrél becsiilheté egy nullatol kiilon-
b6z6 pozitiv szammal. Tehéat

(4)

Yz > 2-re lim |z,| = oco.
n—oo

Most pedig lassuk a bizonyitast arra az
esetre, amikor |z < 2 és IN > O(N €
N)-re|zn| > 2.

5.2.4 Allitas: Ha |zo| < 2 és3N > 0, amelyre
lzn| > 2, akkor ¥n > N-re |z,| > 2.
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Bizonyitas: A bizonyitas teljes indukciéval
fog torténni.

n = N-re tehat |z,| > 2.

n = N + 1 esetre konnyen belathato. A (3)
egyenl6tlenség alkalmazhatosagi feltétele igaz
(Jzn? > 4 > |z|), ezért az |zn41] > |2n]? —
|z0| > 2 egyenlStlenség irhato fel. A jobb oldali
egyenlétlenséget dtrendezve kapjuk |2y | > 2+
|z0|. Mivel |zn| > 2 > |z0|, ezért ez nyilvanva-
l6an igaz.

Ebbél kovetkezik, hogy minden n > N-re is
igaz. ]

5.2.5 Allitas: Ha |zo| <2 és3N > 0, amelyre
lzn| > 2, akkor ¥Yn > N-re |zp41| > |20

Bizonyitas: A (3) egyenl6tlenség alkalmaz-
hatosagi feltétele igaz, ezért a bizonyitandé
egyenlGtlenség bal oldalat alulrdl becsiilhetjiik,
azaz a |zni1| > |zal? — |20] > |2n| egyenltt-
lenség irhaté fel. A jobb oldali egyenlGtlensé-
get atrendezve kapjuk, hogy |zn|? > |zn| + |20]-
Mivel |z,| > 2 > |z0|, ezért ez nyilvanvaloan
igaz. ]

5.2.6 Allitas: Ha |z| <2 és3N > 0, amelyre
lzn| > 2, akkor Yn > N-re |zpy1| — |zn| >
2(|zn| — 2).

Bizonyitas: A (3) egyenl6tlenség alkalmaz-
hatosagi feltétele igaz, ezért a bizonyitandé
egyenl6tlenség bal oldalan 4llo kifejezést alul-
r6l becsiilhetjiik: |zpp1| — [2n] > |2nl* = |20] —
|zn] > 2(]zn| — 2) egyenlétlenség irhato fel.
A jobb oldali egyenlétlenséget alulrél tudjuk
becsiilni, ha |zg| helyére |z,|-et helyettesitiink.
zal? = 2|2l = |2l (120] — 2) > 20125] — 2) Mi-
vel |z,| > |2n| > 2, ezért ez igaz. [

Az 5.2.6. allitasbol kévetkezik, hogy ha va-
lamely |zo| < 2-re IN > 0, amelyre igaz, hogy
|zn| > 2, akkor

(5)

lim |z,| = oco.
n—oo

A (4) és az (5) egyenletek alapjan elmondhato,
hogy ha egy sorozat tetszéleges elemére igaz,
hogy |zn| > 2, akkor biztos, hogy az ehhez a
sorozathoz tartozo zo ¢ M.

5.3. Jalia-halmaz korlatossaga

Ha |c¢|] < 2, akkor a bizonyitas megegyezik a
Mandelbrot-halmaznal latott 5.2.4., 5.2.5. és
5.2.6. allitasok lépéseivel (zp-at c-vel valo he-
lyettesités utan). Azt varhatnank, hogy |c| > 2
esetén egyetlen zg-ra sem lesz korlatos a soro-
zat. Furcsa méd ez nem igaz!

5.3.1 Allitas: Ve komplex szimhoz létezik 2
komplex szdm, amelyre igaz, hogy zo € J..

Bizonyitas: Elegendd egyetlen ilyen szamot
talalnunk a bizonyitashoz. Keressiik azt a

zo komplex szdmot, amelyre z; = 2zg, azaz
zg + ¢ = 29. Ekkor Vn > 0-ra igaz, hogy
Zn = 21 = 28 + ¢, azaz a sorozat korlatos.

Nyilvanvalo, hogy ha zg-ra igaz, akkor —zg-
ra is igaz lesz az egyenlet. Tehat meg kell ol-
danunk 22 + ¢ = £z egyenletet. Atrendezve
2 Fz+c=0.

+1+v1—-4c

201,2,3,4 — 2 [ ]

Feltehetjiik az a kérdést is, hogy létezik-e
olyan korlat |z,|-re, amelynél nagyobb soro-
zat tagnal a sorozat t6bbi eleme biztosan min-
den hataron tal ns. A |c¢| korlat viszonylag
kénnyen bizonyithaté az 5.2.1. - 5.2.3 anal6-
gidjara. Az 5.3.1. allitasbol kiindulva vizsgal-

juk meg a
14+ +/1+4|
2
korlatot.

5.3.2 Allitas: Ha |c| > 2 és AN > 0, amelyre

lzn| > &+ /5 4 c|, akkor |zni1| > |2n].
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Bizonyitas: Mivel |zy| > /[c|, ezért alkal-
mazhat6 a (3) egyenl6tlenség a bizonyitando
egyenlGtlenség bal oldalanak alul becslésére.
lzvi1l > Jan = el > [zn]. A jobb ol-
dali egyenlétlenséget atrendezve kapjuk, hogy
igaz, ha |zn|? — |2n| — |¢| > 0, azaz lznly o =

144/1+4 :
ifw. Csak a pozitiv megoldas a he-

lyes, ezért adodik az allitas feltétele |zy| >

3+/1+1d. ]

Mivel Vn > N-re az el6z6 allitas kiindulasi fel-
tételei igazak, ezért ha atlépjiik ezt a korlatot,
akkor szigortian monoton névekvs sorozatot ka-
punk.

5.3.3 Allitas: Ha |c| > 2 és AN > 0, amelyre
lzn| > 2+4/3 + el , akkor Vn > N-re |zp41|—

|2n] > |2n] (J2n] = 1) = [e]-

Bizonyitas: Mivel Yn > N-re |z,| > /||,
ezért alkalmazhato a (3) egyenldtlenség a bi-
zonyitandd egyenlGtlenség bal oldalanak alul-
rol torténd becslésére.

|znt1] = [2n| 2 |Zn|2 —le| = |zu| =

|20l ([2n] = 1) = ¢ (6)
Mivel |z,| szigorian monoton névekvs sorozat,
ezért a (6) egyenl6tlenség szerint a szomszédos
elemek kiilénbségeibdl képzett sorozat is szigo-
rdan monoton sorozatot alkot. Ennek nyilvan-
valo also korlatja |zn| (Jzn] — 1) — |el. [

Az 5.3.3 4llitasbol pedig az kévetkezik, hogy

maga a sorozat minden hatéron tdl nd, azaz

ha |c| > 2 és IN > 0, amelyre |zn| > 5 +

\/ 3+ ||, akkor

lim |z,| = oco.
n—oo

6. Altalanos megjegyzések

6.1. Mandelbrot-halmaz tengelyesen

szimmetrikus

6.1.1 Allitas: Ha zg € M, akkor %y € M, azaz
a Mandelbrot-halmaz szimmetrikus a valds ten-
gelyre.

Bizonyitas: Definicié alapjan 21 = 23 + zo,
ekkor ha zg-bol kiindulva 2} = 2% + 75 = 22 +
Z0 = 28 +20 = z1. Teljes indukcioval pedig
kénnyd belatni, hogy ez barmely n-re is igaz.l

6.2. Julia-halmazok centralisan

szimmetrikusak

6.2.1 Allitas: Ha zp € Je, akkor —zg € J,
azaz minden Julia-halmaz origéra szimmetri-
kus.

Bizonyitas: Helyettesitsiik be —zp-at a Jilia-
halmazt definialé sorozatba, azaz 2| =
(=202 +c =2 +c=2z. A —2-val induld
sorozat Osszes tObbi eleme ugyanaz, mint a zg-
lal indulé sorozat. |

6.3. Minden J. Julia-halmaz és J:
parja tengelyesen szimmetriku-

sak

6.3.1 Allitas: Ha zy € J., akkor Zp € Jz ,
azaz minden c-vel képzett Jilia-halmaznak van
eqy valds tengelyre szimmetrikus pdrja.

Bizonyitas: Vizsgaljuk meg a 2z} = 2 + ¢
elemet. A konjugaltakra igaz azonossagok fel-
hasznalasaval konnyen belathato, hogy 2] =

202 +¢=22+¢=22+c=7z. Tegyik fel,
hogy valamely n > N-re igaz, hogy 2, = Z,.
Bkkor 2/, = 2/7 + € =2 + ¢ = 2 + ¢ =

224+ c¢=7Zp1.
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7. Assembly program

A program legutolsé verzidja sajnos elkallo-
dott, de a 101 byte-os verzidonak a forrisa
megtekinthets az internet egy kies bugyraban.
Mandelbrot halmaz kirajzolasa x86 Assembler-
ben

8. PostScript program

Engedjiik, hadd szdmoljon a nyomtat6. Man-
delbrot halmaz kirajzolasa PostScript-ben

9. Mandelbrot- és Julia halma-
zok Altaldnositasa

9.1. Egyéb rekurziv fiiggvények

Az egyik kézenfekvs megoldas, hogy mas re-
kurziv sorozatot valasztunk ([5], [6]). Ilyen le-
het a 2,11 = 2% + ¢, ahol d (példaul) egy egész
szam. Esetleg 2,11 = 22 + 3kz, + c. Hasz-
nalhatunk egyén komplex argumentumi fiigg-
vényeket is (sin(z),log(z) stb.).

Altaldban vegyiink egy ¢ komplex paramé-
tertdl fiiggs fliggvénycsaladot. Ekkor az altaléd-
nositott Mandelbrot- és Julia-halmazokhoz ju-
tunk.

Zn+l = fc(zn)

Ha c a valtozo6 és zp = c a rekurzi6 indito eleme,
akkor egy Mandelbrot-halmazt kapunk. Ha c
egy konstans és zg a valtozd, akkor pedig egy
Julia-halmazt *.

Yforras: hu.wikipedia.org

9.2. Egyéb szadmrendszerek

A komplex szamok képzésénél a szorzast ugy
definialtuk, hogy 22 = —1. De lehetne tetszs-
leges 22 = a + bz alaku is.

Igazolhato, hogy az altalanos definicié 3 féle
eltérs rendszerhez vezet:

14 = —1 — komplex szamok
11 = 0 — Study-féle szamok

14 = 1 — hiperbolikus komplex szamok

9.3. Hiperkomplex szamok

A komplex szamokat kiterjeszthetjiik egy tjabb
Ekkor az alabbi

szimbolum hozzaadasaval.
alaka szdmot kapjuk:

z=a+0bi+cj.

Az Osszeadds és a valds szammal vald szorzas a
szokasos alakt. A hiperkomplex szamok szor-
zésénal meg kell adnunk a szimbolumok szor-
zésanak eredmeényét

i1 = ag + bii + ciij

ij = ai; + biji + cijj
Ji =aj; +bjt 4 cjij
13 = ajj +bjji +cjjj

Altaldnos esetben egy n képzetes taghol 4llo
hiperkomplex szam

n
Z=ag+ E a;ij,
7j=1

és definidlni kell a szorzotablat is. Minden

k,le{l,...,n}-re

n
1kt = Prio + Zpk:z,jij-
Jj=1


http://qltura.blog.hu/2009/09/09/hajtek_mandelbrot_assembly_ben
http://qltura.blog.hu/2009/09/09/hajtek_mandelbrot_assembly_ben
http://qltura.blog.hu/2009/03/31/hajtek_postscript
http://qltura.blog.hu/2009/03/31/hajtek_postscript
http://hu.wikipedia.org/wiki/Mandelbrot-halmaz#.C3.81ltal.C3.A1nos.C3.ADt.C3.A1sai
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Két kitiintetett hiperkomplex rendszer van.
Az egyik a kvaterniok.

z =a+ bt + cj + dk, ahol

=52 =k>=—1és
i=—ji=k,
Jk=—kj =1,
ki =—ik=j.

A miésik a Cayley-szamok. Itt 7 elembdl all
a képzetes rész.

Megjegyzés: Igazolhaté, hogy csak a va-
l6s szamok, komplex szamok, kvaternidk és
Cayley-szamok halmazan végezhetd el az osz-
tas mivelete ([1]).

9.4. Algebrak
Altalanos esetben egy n dimenzios algebraban
értelmezhetd szamot jelolje

n
z = E ajtj,
J=1

Az algebrakban csak az dsszeadas, valos szam-
mal valé szorzas, illetve két szdm szorzasa van
definidlva. A szorzashoz definialni kell a szor-
zotablat. Minden k,l € {1,...,n}-hoz tartozo
szimbolumra

n

1pl = E Dhi,jtj-

j=1
Ennyi pont elegend§ a  polinomialis
Mandelbrot- és Julia-halmazok  képzésé-
hez.

A hiperkomplex szamok az algebrik egy spe-
cidlis részosztalya. Ezek az tgynevezett egy-
ségelemes algebrak. Ezekben létezik egy egy-
ségelem (jelolje ez 1), amelykre igaz, hogy
minden j € {2, R ,n}—re ’ilij = ’ij’il = Z]

A hiperkomplex szamokrol és az algebrakrél
bévebben a [1]-ban olvashatunk.

Természetesen minden valasztott algebrahoz
kiilon meg kell taldlni, hogy egy adott elem mi-
kor biztosan nem eleme, vagy mikor biztosan
eleme az adott halmaznak.
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